PRAXIS & METHODIK

Rekursive Algorithmen und

Ihre Veranschaulichung

von Andreas Koch

Das Thema ,,Rekursion‘ ist Inhalt der Informatik-
Lehrpliine vieler Bundeskinder und der Empfehlungen
zu Bildungsstandards der Gesellschaft fiir Informatik
(vgl. GI, 2016, S.10). In diesem Beitrag wird exempla-
risch untersucht, welche konkreten Algorithmen sich
zum Einstieg in dieses Thema in der Informatik-Ober-
stufe eignen und wie sie sich veranschaulichen lassen.

Wissenschaftlicher Hintergrund

Rekursion ist eine Beschreibung, eine Methode oder
ein Vorgang mit Anweisungen oder Regeln, die auf sich
selbst beruhen. Der Begriff Rekursion stammt vom la-
teinischen Verb recurrere fiir zuriicklaufen und ist vom
Wort Iteration abzugrenzen, das sich vom lateinischen
Verb iterare fiir wiederholen ableitet.

Mithilfe der obigen Definition lésst sich der Begriff Al-
gorithmus wie folgt fiir die Schulinformatik spezialisieren:
Ein rekursiver Algorithmus ruft sich in der Implementie-
rung selbst auf, ein iterativer Algorithmus verwendet hin-
gegen Schleifen, um Anweisungen mehrfach auszufiihren.

Jeder rekursive Algorithmus kann in einen dquiva-
lenten iterativen Algorithmus {iiberfiihrt werden und
umgekehrt. Rechner fithren rekursive Algorithmen ite-
rativ aus, indem sie die Informationen der Selbstaufru-
fe auf einem Stapel speichern.

Das Laufzeitverhalten iterativer Algorithmen ist in
der Regel optimaler als das von rekursiven Algorith-
men, da weniger Redundanz auftritt und weniger Zwi-
schenspeicherungen notwendig sind. Dessen ungeach-
tet sind rekursive Algorithmen bei einigen Problem-
stellungen eine sinnvolle Losungsstrategie, insbesonde-
re wenn die Formulierung eines iterativen Algorithmus
nicht gelingt.

Lehrpldne

Im Berliner Rahmenlehrplan fiir die gymnasiale Ober-
stufe wird fiir die Schiilerinnen und Schiiler im Leis-
tungskursfach Informatik folgendes Lernziel festgelegt:
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Sie ,,wenden rekursive Verfahren an“ (SenBJS, 2006,
S.14). Das Land Baden-Wiirttemberg schreibt als Bil-
dungsstandard fiir vierstiindige Informatikkurse an allge-
meinbildenden Gymnasien ,,Rekursion als Losungsprin-
zip“ vor (KM BW, 2008, S.1). Der Lehrplan des Freistaats
Bayern enthilt fiir die Jahrgangsstufe 11 im Fach Infor-
matik des achtjihrigen Gymnasiums u.a. den Inhalts-
stichpunkt ,,Rekursive Ablédufe: rekursiver Methoden-
aufruf, Abbruchbedingung, Aufrufsequenz® (ISB, 2004,
Abschnitt ,,Inf 11.1.1 Listen (ca. 29 Std.)*). Der Informa-
tik-Kernlehrplan fiir die Sekundarstufe II an Gymnasi-
um und Gesamtschule in Nordrhein-Westfalen legt fol-
gende Lernziele fest: Die Schiilerinnen und Schiiler ,,stel-
len iterative und rekursive Algorithmen umgangssprach-
lich und grafisch dar® und ,,implementieren rekursive Al-
gorithmen auch unter Verwendung von dynamischen Da-
tenstrukturen“ (MSB NRW, 2014, S.29).

Die Kompetenzformulierungen und Inhaltsstichpunkte
zeigen, dass im Informatikunterricht der Oberstufe kon-
krete rekursive Algorithmen zu behandeln sind.

Klassen rekursiver Algorithmen

Rekursive Algorithmen lassen sich in vier Klassen
einteilen. Manche Algorithmen konnen auch mehreren
Klassen zugeordnet werden.

Logische Algorithmen

Algorithmen zur Losung logischer Probleme wie z.B.
Die Tiirme von Hanoi, Palindrom-Test, Permutation ei-
ner Zeichenkette (bei ABC also ABC, ACB, BAC, BCA,
CAB, CBA) und Sudoku fithren zumeist in natiirlicher
Weise auf eine rekursive Losungsmethode. Algorithmen
dieser Klasse haben fiir den Schulunterricht die grofite
Relevanz, da sie die Daseinsberechtigung rekursiver Al-
gorithmen neben iterativen Algorithmen motivieren.

Mathematische Algorithmen

Algorithmen, die mathematische Funktionen bestim-
men, wie z.B. Fibonacci-Zahlenfolge, Potenzfunktion,
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Summenfunktion und Verzinsungsfunktion, bieten sich
aufgrund ihres zumeist geringen Schwierigkeitsgrads
an, um das Implementieren konkreter Methoden zu
iben. Anhand dieser Algorithmen kann folgendes all-
gemeines Vorgehen zur Aufstellung rekursiver Metho-
den erarbeitet werden: Bestimmung der Parameter und
ihrer Datentypen, Identifizierung aller zu dndernden
Parameter samt der Art der Anderung, Bestimmung
des Basisfalls bzw. der Abbruch- oder Ausfiihrungsbe-
dingung, Aufstellung der Rekursionsvorschrift und Im-
plementierung der Methode.

Oftmals gibt es zu einem rekursiven mathematischen
Algorithmus eine einfachere dquivalente iterative Vari-
ante. Die Gegeniiberstellung beider Algorithmen
schérft die Beurteilungskompetenz der Schiilerinnen
und Schiiler und sensibilisiert sie dafiir, iiber eigene
Losungen zu reflektieren.

Grafische Algorithmen

Algorithmen mit grafischer Ausgabe — wie z.B. Zei-
chenmethoden fiir die Fraktale Kochsche Schneeflocke,
Sierpinski-Dreieck und Y-Baum — besitzen einen hohen
motivationalen Charakter. Sie erleichtern das Auffin-
den von Programmierfehlern, da sie diese wortwortlich
sichtbar machen. Fiir die Implementierung grafischer
Algorithmen bietet sich die didaktische ,,Turtle“-Bi-
bliothek an, die fiir viele Entwicklungsumgebungen
verfiigbar ist. Sie stellt rudimentdre Operationen be-
reit, um die Kriechspur einer Schildkrote zu zeichnen.
Gingige Methoden sind Forward(double strecke), um das
Turtle-Objekt ausgehend von der aktuellen Position
um die Linge strecke in Blickrichtung geradeaus zu be-
wegen und Left(double x) bzw. Right(double x), um die
Blickrichtung des Turtle-Objekts um x Grad nach links
bzw. rechts zu drehen.

Komplexere Algorithmen

Algorithmen, denen ein komplexes Prinzip oder ein
eigenstindiges Problem zugrunde liegt, wie beispiels-
weise das Sortierverfahren QuickSort, sind sinnvolle
Lerninhalte fiir separate Unterrichtseinheiten, die sich
idealerweise an eine Einheit zum Thema Rekursion un-
mittelbar anschlieBen.

Problemstellungen

Die Auswahl einer geeigneten Problemstellung fiir
den FEinstieg in eine Einheit zum Thema Rekursion
sollte sich an zwei Leitfragen orientieren: Ist das Prin-
zip der Rekursion fiir die Schiilerinnen und Schiiler un-
mittelbar ersichtlich und versténdlich? Fiihrt die Pro-
blemstellung in natiirlicher Weise auf eine implemen-
tierbare Rekursionslosung?

Im Folgenden werden vier konkrete Einstiege darge-
stellt und auf ihre Geeignetheit hin tiberpriift.
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Rollenspiel ,,Summenbildung*

Vier Schiilerinnen bzw. Schiiler stellen sich in eine
Reihe. Sie erhalten jeweils — verdeckt fiir die anderen —
ein Blatt Papier, das mit einer natiirlichen Zahl be-
druckt ist, und zwar beginnend mit der Zahl 1 und fort-
laufend aufsteigend. Der vierte Schiiler soll nun die
Summe aller Zahlen bestimmen. Dabei darf jeder
Schiiler ausschlieBlich der rechts neben ihm stehenden
Person eine einzige Frage stellen, auf die diese — auch
mit Zeitverzogerung — antworten darf.

Das beschriebene Problem lisst sich rekursiv losen,
indem der vierte Schiiler den dritten nach der ihm be-
kannten Teilsumme fragt, der den zweiten fragt, der
wiederum den ersten fragt. Der erste Schiiler kann dem
zweiten Schiiler mit der Zahl 1 antworten, da rechts ne-
ben ihm keine weitere Person steht. Der zweite Schiiler
kann dem dritten mit der Zahl 3 antworten, der dritte
Schiiler dem vierten mit der Zahl 6 und der vierte kann
so das Ergebnis 10 bestimmen. Dieses Vorgehen fiihrt
unmittelbar auf eine rekursive Methode (siehe Bild 1),
wobei der erste Schiiler den Basisfall reprasentiert und
der vierte Schiiler den Selbstaufruf Summe(3) ausfiihrt,
um das Ergebnis von Summe(4) zu bestimmen.

Allerdings ist das Szenario des Rollenspiels kiinst-
lich — der rekursive Algorithmus entsteht aufgrund der
Vorgaben. Eine iterative Methode ist naheliegender,
denn sie beruht auf dem aus dem Alltag bekannten
Prinzip des fortlaufenden Abzdhlens bzw. Durchnum-
merierens, bei dem die Objekte einmal und nacheinan-
der erfasst werden. Daher eignet sich das Rollenspiel
nicht als Einstieg in eine Unterrichtseinheit. Allerdings
kann es im Rahmen einer Ubungsphase zur Veran-
schaulichung der Summe-Methode verwendet werden
und als Ausgangspunkt dienen, um Rekursion der Ite-
ration gegeniiberzustellen.

Fibonacci-Zahlenfolge

Folgendes Szenario geht auf den Mathematiker Leo-
nardo Fibonacci (1170-1240) zuriick: Eine Kaninchen-
population besteht zu Beginn aus einem einzigen Paar,
einem Minnchen und einem Weibchen. Ein Paar wird
nach einem Monat geschlechtsreif und wirft ein weite-
res Kaninchenpaar pro Monat. Die Kaninchen kénnen
sich unbeschriankt vermehren und sind unsterblich. Die
zugehorige Problemstellung besteht darin, einen Algo-
rithmus zur Berechnung der Anzahl der Paare inner-
halb der Kaninchenpopulation im n-ten Monat zu be-
stimmen.

Im ersten und zweiten Monat gibt es jeweils ein
Paar. Ab dem dritten Monat erhoht sich die Anzahl der
Paare des Vormonats exakt um die Anzahl des Vorvor-
monats, da letzteres der Anzahl der geschlechtsreifen

Bild 1: JAVA-
Quelltext der
rekursiven
Summe-
Methode.
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Bild 2 (oben): JAVA-Quelltext der rekursiven
Fibonacci-Methode.

Bild 3 (links):
Kochsche
Schneeflocke.

Kaninchen entspricht. So entsteht die folgende nach Fi-
bonacci benannte Zahlenfolge: 1, 1,2, 3,5, 8, 13, 21, 34,
... Eine rekursive Losungsmethode ergibt sich unmit-
telbar aus der Problemstellung (siche Bild 2), weshalb
sich die Fibonacci-Zahlenfolge als Einstieg eignet.

Kochsche Schneeflocke

Die Kochsche Schneeflocke (siehe Bild 3) ist ein
Fraktal, d.h. ein grafisches Objekt mit einem hohen
Grad an Selbstidhnlichkeit. Sie besteht aus drei identi-
schen Teilen, den Koch-Kurven. Das Konstrukti-
onsprinzip stammt vom schwedischen Mathematiker
Helge von Koch (1870-1924).

Die Koch-Kurven (siehe Bild 4) entstehen nach und
nach durch Drittelung einer Strecke der Léinge 1 und
Zeichnen eines gleichseitigen Dreiecks der gedrittelten
Streckenlédnge.

Die Problemstellung, eine Koch-Kurve bzw. Koch-
sche Schneeflocke beliebiger Stufe n zu zeichnen, fiihrt
in natiirlicher Weise auf einen rekursiven Algorithmus,
da das Zeichenprinzip rekursiv ist. Eine Kochkurve der
Stufe 1 besteht aus vier Teilstiicken, ndmlich Koch-Kur-
ven der Stufe 0, d.h. vier Strecken der Liange 90/3 = 30.
Die Koch-Kurve der Stufe 2 besteht wiederum aus vier
Teilstiicken, ndmlich Kochkurven der Stufe 1 bzw. all-
gemein: Eine Kochkurve der Stufe n besteht aus vier
Teilstiicken, ndmlich Kochkurven der Stufe n-1. Dabei
betrigt die Winkelweite der Richtungsinderungen zwi-
schen erstem und zweitem Teilstiick 45°, zwischen zwei-
tem und drittem Teilstiick 90° und zwischen drittem

Bild 4: Konstruk-
tionsprinzip der
Koch-Kurve.
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Bild 5 (oben): JAVA-Quelltext der zeichneKochkurve-
Methode.

Bild 6 (unten): JAVA-Quelltext der zeichneKochflocke-
Methode.

und viertem Teilstiick 45°. Unter Zuhilfenahme der
Turtle-Bibliothek ergibt sich die zeichneKochkurve-Me-
thode (siehe Bild 5).

Eine Kochsche Schneeflocke besteht aus drei Koch-
Kurven, wobei die Winkelweite der Richtungsidnderung
zwischen den Kurven jeweils 120° betrdgt. Aus diesem
Zusammenhang folgt die zeichneKochflocke-Methode
(siehe Bild 6).

Die Kochsche Schneeflocke ist ein geeignetes Ein-
stiegsbeispiel, da das Konstruktionsprinzip per Defini-
tion rekursiv ist.

Die Tiirme von Hanoi

In einem Tempel in der indischen Stadt Benares liegen
64 kostbare Scheiben aus Diamant zu einem Turm aufge-
schichtet. Jede Scheibe ist ein wenig kleiner als die
Scheibe, auf der sie ruht. Ein Priesterorden hat nun die
Aufgabe erhalten, den Turm unter Beachtung heiliger Re-
geln zu einer anderen Stelle im Tempel zu bewegen.
Wenn der Turm an einer Stelle abgebaut und an anderer
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Stelle wieder ganz aufgebaut
wurde, wird der Tempel und mit
ihm die ganze Welt zu Staub
zerfallen.

Die obige Sage ,.La Tour de
Hanoi“ (urspriinglich: ,.Der
Turm von Benares“) geht auf
den franzosischen Mathemati-
ker FEidouard Lucas (1842-
1891) zuriick (vgl. Lucas, 1893,
S.551f.) und fiihrt auf die nahe-
liegende Frage: ,,Wann zerfallt
die Welt zu Staub?“ Dazu muss
ein optimaler Lo&sungsalgo-
rithmus bestimmt und dessen
Laufzeit analysiert werden. Die
formalisierte Problemstellung
mit konkretisierten ,heiligen
Regeln® ist, einen Turm mit n
Scheiben mithilfe von drei Sté-
ben vom ersten auf den dritten
Stab zu verschieben, indem im-
mer nur eine Scheibe von ei-
nem auf den anderen Stab be-
wegt wird, sodass niemals eine
grolere auf einer kleineren
Scheibe liegt. Die Schiilerinnen

Bild 8 (Mitte):
JAVA-Quelltext der rekursiven
verschiebe-Methode.

Bild 9 (rechts): Veranschauli-
chung des Rekursionsprinzips.

Bild 7:
Modell fiir
»Die Tiirme
von Hanoi*
von
Edouard
Lucas

(1893, S.56).

und Schiiler konnen die Loésung des Problems hand-
lungsorientiert erarbeiten, wenn ihnen ein Modell zur
Verfiigung gestellt wird (siehe Bild 7).

Eine Losung ist, zuerst den Turm der Hohe n-1 re-
kursiv vom ersten Stab (,,Startstab“) auf den mittleren
Stab (,,Hilfsstab*) zu verschieben, dann die verbleiben-
de unterste Scheibe vom ersten auf den dritten Stab zu
legen und schlieBlich den Turm der Hohe n-1 rekursiv
vom zweiten auf den dritten Stab (,,Zielstab*) umzu-
schichten. Die Optimalitidt der verschiebe-Methode
(siehe Bild 8) folgt aus der Uberlegung, dass jede un-
terste Scheibe erst dann bewegt werden kann, wenn die
dariiber liegenden Scheiben verschoben wurden.

Der Aufruf von verschiebe(3, "Stab 1", "Stab 2", "Stab 3")
gibt auf der Konsole die notigen Legeoperationen aus:
Lege Scheibe von Stab 1 auf Stab 3; Lege Scheibe von
Stab 1 auf Stab 2; Lege Scheibe von Stab 3 auf Stab 2;
Lege Scheibe von Stab 1 auf Stab 3; Lege Scheibe von
Stab 2 auf Stab 1; Lege Scheibe von Stab 2 auf Stab 3;
Lege Scheibe von Stab 1 auf Stab 3. Am Beispiel dieses
Aufrufs ldsst sich das Rekursionsprinzip veranschauli-
chen (siehe Bild 9).

Die Aufrufe von verschiebe(l, ...) und verschiebe (0,
...) sind unter dem Aufruf verschiebe(2, ...) subsumiert,
damit das verallgemeinerte Rekursionsprinzip erarbei-
tet werden kann, indem die Schiilerinnen und Schiiler
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Bild 10:
Veranschau-
lichung der
Summe-
Methode in
linearer
Notation.

von den Turmhohen 3 und 2 auf die Turmhohen n und
n-1 abstrahieren konnen.

Der herausforderndste Schritt bei der Erarbeitung der
verschiebe-Methode ist die Semantik der Parameter und
deren korrekte Verwendung bei den beiden Selbstaufru-
fen. Der ,Hilfsstab“-Parameter der Rekursionsstufe n
wird zum ,,Zielstab“-Parameter der Stufe n-1, um den
Turm der Hohe n-1 auf dem ,,Hilfsstab“ der Stufe n zu
»parken“. Nach Umlegen der verbliebenen untersten
Scheibe vom ,Startstab“ auf den ,,Zielstab“ wird der
Lotartstab“-Parameter der Rekursionsstufen zum
,,Hilfsstab“-Parameter der Stufe n-1, um den auf dem
,,Hilfsstab* der Stufe n geparkten Turm der Hohe n—1 auf
den ,,Zielstab® der Stufe n zu verschieben.

Die Anzahl der Legeoperationen in Abhingigkeit
der Turmhohe n betrédgt 2°-1 und entwickelt sich dem-
zufolge exponentiell. Damit sind mehr als 18,4 Trillio-
nen Scheibenbewegungen bei einem Turm der Hohe 64
notig. Unter der Annahme, dass die Priester aus der
Sage eine Sekunde pro Scheibenbewegung benotigen,
ist die FEinstiegsfrage ,Wann zerféllt die Welt zu
Staub?* mit ca. 585 Milliarden Jahren zu beantworten.
Die folgende Uberlegung liegt einem formalen Beweis
der Formel fiir die Anzahl der Legeoperationen zu-
grunde: Pro verschiebe-Aufruf der Rekursionsstufe n
fallen neben einer Legeoperation zwei weitere Aufrufe
der Stufe n-1 an. Der Ansatz Legeoperationen(n) =
2-Legeoperationen(n-1) + 1 kann fiir einen Indukti-
onsbeweis verwendet werden oder mittels sukzessivem
Einsetzen, geometrischer Summe und Teleskopsumme
zur obigen Formel vereinfacht werden. In der Regel ist
ein Beweis nicht notwendig, da die Schiilerinnen und
Schiiler an den ersten Zahlen der Folge (1, 3, 7, 15, 31,
63) unmittelbar erkennen, dass sie um eins erniedrig-
ten Zweierpotenzen entsprechen.

Die Problemstellung ,,Die Tiirme von Hanoi® ist ein
geeignetes Einstiegsbeispiel, da die Schiilerinnen und
Schiiler die Rekursionslosung selbststandig am Modell
erarbeiten konnen, und eine Implementierung mithilfe

einer Veranschaulichung der Rekursionsaufrufe mog-
lich ist.

Veranschaulichungen

Die obigen Problemstellungen zeigen: Veranschauli-
chungen, die der Erarbeitung eines rekursiven Algorith-
mus dienen, hdngen vom individuellen Problem ab. Al-
lerdings gibt es gleichartige Veranschaulichungsméglich-
keiten fiir die Abldufe rekursiver Algorithmen, die sich
im Wesentlichen durch die Anzahl der Selbstaufrufe un-
terscheiden. Methoden mit zahlenwertigen Riickgabe-
werten bieten sich aufgrund ihrer Quantifizierbarkeit zur
Veranschaulichung besonders an und zeigen, wie rekursi-
ve Methoden vom Rechner ausgefiihrt werden.

Lineare Notation

Fiir Methoden mit einem einzigen Rekursionsaufruf
im Riickgabeausdruck wie bei der Summe-Methode ist
eine linear strukturierte Notation ausreichend (siche
Bild 10).

Baumnotation

Fir Methoden mit zwei Rekursionsaufrufen im
Riickgabeausdruck wie bei der Fibonacci-Methode bie-
tet sich eine Baumnotation an (siehe Bild 11).

Anhand des Baums (siche Bild 11) erkennen die
Schiilerinnen und Schiiler, in welcher Reihenfolge die
Methodenaufrufe stattfinden und wie durch Zuriick-
laufen (,recurrere“) die Ergebnisbildung ausgehend
von den Basisfillen der Baumblétter ablauft. AuBer-
dem wird deutlich, dass Teilergebnisse wie Fibonacci(3)
in obigem Beispiel redundant berechnet werden — ein
haufiger Nachteil gegeniiber &dquivalenten iterativen
Methoden.

Aufrufstapel
Bei jeder rekursiven Methode kann das Setzen von

Haltepunkten im Quelltexteditor der Entwicklungsum-
gebung und eine Beobach-

tung des Aufrufstapels, in
dem die Ergebnisse der re-
kursiven Aufrufe zwischen-
gespeichert werden, zur Ver-
anschaulichung verwendet
werden. Details wie Riick-
sprungadressen konnen aus-

Bild 11: Veranschaulichung
des Aufrufs Fibonacci(5) in
Baumnotation.
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Bild 12: Veran-
schaulichung
des Aufrufs
Fibonacci(5) am
Aufrufstapel.

gespart werden, um die Reihenfolge der Rekursions-
aufrufe in den Vordergrund zu stellen (siche Bild 12).

Fazit

Rekursive Algorithmen, denen eine Problemstellung
zugrunde liegt, die die Schiilerinnen und Schiiler zur Ein-

sicht fithrt, dass Rekursion eine probate Problemlosungs-
strategie in der Informatik darstellt, sind grundsétzlich
fiir den Einstieg in das Thema Rekursion geeignet. Dabei
darf die Rekursionslosung weder Zufallsprodukt noch
Konsequenz eines kiinstlichen Szenarios sein, sondern
muss sich aus den Rahmenbedingungen der Problemstel-
lung ergeben. Andernfalls verschlieen sich den Lernen-
den Bedeutung und Nutzwert rekursiver Algorithmen.
Spitestens bei der Gegeniiberstellung zu dquivalenten
iterativen Algorithmen wiirde die Notwendigkeit der Re-
kursion zwangsldufig infrage gestellt werden.

Es stand in LOG IN ...
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Veranschaulichungen helfen bei der Erarbeitung re-
kursiver Algorithmen. Ihre Konkretisierung hingt von
der jeweiligen Problemstellung ab. So kann das Kon-
struktionsprinzip der Kochschen Schneeflocke durch
Vergleich der Koch-Kurven aufeinanderfolgender Stu-
fen verbildlicht werden. Die Losungsstrategie zu Die
Tiirme von Hanoi lasst sich mithilfe eines Modells ver-
anschaulichen.

Fiir die Visualisierung von Rekursionsabldufen bie-
ten sich drei Klassen an: lineare Notation, Baumnotati-
on und Aufrufstapel.
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